
古代玻璃制品的成分分析与鉴别

摘要

文物的考古研究在现代社会具有重要意义，研究分析文物特点是重要课题。其中，

玻璃文物极易受环境影响而风化，如何探究玻璃文物表面风化与自身特性关系、对其化

学成分展开鉴别分析、找寻不同文物类别的关联性与差异性，成为了亟待解决的问题。

问题一中，我们首先建立 R-Q型因子分析模型，对玻璃文物与其类型、纹饰、颜色
的关系展开研究分析，并对初步分析的结果进行卡方检验，进一步确定风化与各因素的

关系，得到玻璃文物风化与其类别密切相关的结论。在研究化学成分含量规律时，我们

首先进行了数据清洗，剔除了总含量在 85%-105%外的无效数据，而后对各类别文物的
化学成分含量进行了分类汇总，深入研究有无风化化学成分含量的统计规律。结合研究

得出的规律，我们采用平均值比值乘积的方法，对各类别已风化的文物进行了未风化前

化学成分含量的预测，得出的结果在正文和附录中展示。

问题二中，在研究高钾玻璃与铅钡玻璃的分类规律时，我们首先建立 CART决策
树模型，将数据清洗后的样本集导入作为训练集，得到该玻璃类型的分类以 PbO 百分

比含量与 5.46%的大小关系作为分类依据，完成二分。在进行亚分类工作时，我们首先
建立随机森林模型确定各化学成分含量的分类权重，决定选取权重较高的 BaO、PbO、

SrO、SiO2与K2O当做亚分类指标，建立 K-means聚类模型，并予以优化，改进衍生
出 K-means++模型，完成类型的进一步亚分，并带入足够样本集进行合理性与敏感性
检验。

问题三中，对于未知文物的类型鉴别，我们构建了逻辑回归模型，将已知文物化学

成分数据作为训练集，完成模型构建并通过交叉验证验证了模型的准确性。而后将未知

文物的化学含量数据导入该模型，完成鉴别工作，最终判定文物 A1、A2、A6、A7属于
高钾玻璃，A3、A4、A5、A8属于铅钡玻璃。在此基础上，我们利用逻辑回归判别函数
特性设计敏感性特征值计算公式，将其与理论特征值作比，完成敏感度检验。

问题四中，为研究同类别文物化学含量的关系，我们对两类文物进行相关性分析，

计算得相关系数，并以相关系数热力图形式表示。为检验结果准确性，我们建立了灰色

关联分析模型，选特定数据进行相关系数计算，与前述相关性分析结果对比检验，发现

计算十分准确。进行差异性分析时，我们利用 R-Q型因子分析中的显著值计算方法，将
不同类别同种元素两两配对计算显著值和效应值，根据范围划分完成差异性比较。

最后，结合实际情况对模型的优劣进行讨论及推广，综合判定模型具有较强适用性

与泛用性。

关键字： R-Q型因子分析 决策树 K-means聚类 灰色关联分析 逻辑回归

1



一、问题重述

1 . 1问题的背景

在百年前的康熙年间，玻璃器是一种珍贵的奢侈品，寥寥可数凤毛麟角。其中彩釉

玻璃有许多不同的颜色和花纹，如条状、网状和电状图案等等。在自然状态下，玻璃成

分失去了结晶水,玻璃变得脆弱,透光率降低,产生裂缝,和鳞片状剥落，我们称之为玻璃
风化。古代玻璃极易受埋藏环境的影响而风化。在风化过程中，内部元素与环境元素进

行大量交换，导致其成分比例发生变化，从而影响对其类别的正确判断。因此，玻璃文

物风化研究也十分重要。

玻璃文物表面风化与文物的各种特性密切相关，其中便包括玻璃类型、颜色与纹

饰。例如，在玻璃生产中，其配料中金属氧化物越多，钠离子富集区越大，非桥阳离子

就越多，形成“Si-O-Na”型结构的可能性越大，风化可能性越大。所以，通常情况下茶
色、绿色、蓝宝石色等各种颜色玻璃比普通平板玻璃更容易风化。因此探索玻璃文物的

表面风化与其玻璃类型、纹饰和颜色的关系对文物保护工作有重大意义。

1 . 2问题的提出

为了进一步研究玻璃文物风化的相关问题，题目要求结合所提供的文物数据，建立

数学模型研究以下问题：

1. 分析玻璃文物表面风化与其类型、纹饰、颜色的关系，结合玻璃类型及是否风化，分
析化学成分含量的统计规律，并根据该规律，预测风化玻璃未风化前的各化学成分

含量。

2. 分析高钾玻璃、铅钡玻璃的分类依据，选择合适化学成分对其进行亚分类，并检验
分类结果合理性及敏感性。

3. 分析未知玻璃文物化学成分，鉴别其类型，并进行敏感性分析。
4. 分析不同类别玻璃文物中化学成分之间的联系，比较不同类别间化学成分关系的差
异性。

二、问题分析

2 . 1问题一分析

问题一要求我们分析玻璃文物表面风化与三者的关系，并结合相关指标，分析化学

成分含量的统计规律，并根据该规律完成预测工作。在分析玻璃风化与三者关系时，基
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于多因素分析，我们建立了 R-Q型因子分析模型，分别对玻璃类型、纹饰与颜色展开分
析，并进行卡方检验，从而得到相关结论。

对于化学成分含量统计规律问题，首先基于题目所给有效值范围对数据进行筛选取

舍，而后进行分类汇总工作，以更加直观研究出化学成分含量的规律。

针对风化玻璃化学成分含量在未风化前的预测问题，鉴于各类别多组数据线性拟合

效果良好，本次预测采用比值预测，最终得到未风化前数据的预测值。

2 . 2问题二分析

问题二要求研究高钾玻璃与铅钡玻璃的分类规律，在此基础上亚划分，并检验分类

的合理性与敏感性。玻璃类型的分类为简单的二分，需要对各成分数据建立分类模型研

究，我们构建了 CART决策树模型，对相关指标进行了具体研究，得到了分类依据。
在进行亚划分时，首先要在各类型中选择合适的化学成分，这里采用随机森林模型，

首先之于各化学成分对分类的影响建立权重，决定好各成分的取舍。接着建立 K-means
聚类模型，并予以优化改进，最终完成亚分类。针对敏感度分析，我们选取了一系列指

标，代入样本进行分析，最终检验该模型的合理性与敏感度。

2 . 3问题三分析

问题三中需要对附件中未知玻璃文物 A1-A8进行类型的鉴别与划分，并探讨该类
别划分的敏感性。在进行类型鉴别时，我们构建了逻辑回归模型，并进一步建立相关指

标使其适用于分类与预测，而后代入 8组数据进行类别的鉴定预测。
为了检验该类型鉴定的合理性，我们根据判别函数特性确立了敏感性特征值的计算

方式，代入真实数据进行对比，以此完成敏感度的分析。

2 . 4问题四分析

问题四主要在于探究玻璃文物同类中化学成分含量的关联性以及非同类间化学成

分含量的差异性。对于关联性分析，我们采用相关性分析并建立灰色关联模型予以验

证，二者相辅相成，以得到更加准确的结论。

对于差异性，则计算影响力较大的显著性值以及效应值，进一步完成不同类别间的

元素差异性比较，完成相关分析。

三、模型假设

1. 仅考虑文物表面风化与文物类型、纹饰、颜色的联系，忽略其他影响因素。
2. 忽略缺失值的影响，将化学成分含量缺失值统一视作 0。
3. 认为玻璃文物类型的分类仅以化学成分含量为准，忽略其他影响。
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4. 认为所提供文物数值与实际情况一致，真实可靠。

四、符号说明

符号 定义

P 显著值

xij 影响玻璃表面风化第 i行第 j列的因素

X2 卡方检验统计量

P (yi) 单个化学成分样本含量预测值

S 模型敏感性特征值

ρ 皮尔逊相关系数

xn 第 n个化学元素含量百分比

五、问题一模型的建立、求解、分析

5 . 1玻璃文物表面风化的因素分析

5 . 1 . 1 R-Q型因子分析

初步分析了影响玻璃文物表面风化的影响因素后，利用 R-Q型因子分析，分别对
玻璃类型、纹饰、颜色进行了对应分析，以此更加直观地表示出因素间的相关性。

一、R-Q型因子分析具体步骤
（1）R型因子分析原理
共有 n个玻璃文物，每个玻璃文物中有 m个影响因素，则其矩阵为：

X =


x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

. . .

xm1 xm2 . . . xmn

 (1)

式中，xij ≥ 0(i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n)，并且每一行和每一列至少有一个数据不

为 0。根据式 (2)对式 (1)进行变换，即：

xij =
xij − xixj

T√
xixj

(i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, , n) (2)
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式中，xi,xj ,T分别满足以下条件：

xi =
n∑

j=1

xij (j = 1, 2, . . . ,m) (3)

xj =
n∑

i=1

xij (j = 1, 2, . . . , n) (4)

T =
n∑

i=1

n∑
j=1

xij =
m∑
i=1

xi (5)

根据影响因素协方差矩阵特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ,≥ λm，取其累积特征值百分比

≥85%的前 p个特征值 λ1, λ2, . . . , λp.，计算与之相对应的单位特征向量 u1, u2, . . . , up,得
到 R型因子载荷矩阵：

U =


u11

√
λ1 u12

√
λ2 · · · u1p

√
λp

u21
√
λ1 u22

√
λ2 · · · u2p

√
λp

· · · · · · · · · · · ·
um1

√
λ1 um2

√
λ2 · · · ump

√
λp

 (6)

以此为基础进行的散点数据分析为 R型因子分析，表示了研究影响因素之间的相互关
系 [1]。
（2）Q型因子分析原理
由 vj = z′uj 可得，Q型因子载荷矩阵为：

V =


v11

√
λ1 v12

√
î2 · · · v1p

√
λp

v21
√
λ1 v22

√
λ2 · · · v2p

√
λp

· · · · · · · · · · · ·
vn1

√
i1 vn2

√
ĥ2 · · · vnp

√
λp

 (7)

根据Q型因子载荷矩阵在因子平面上作散点图并进行分析，这被称为Q型因子分析，旨
在研究不同因素之间的相关性 [2]。
（3）R-Q型因子分析原理
R-Q因子分析是联合应用了影响因素相关分析的 R型分析和风化相关分析的 Q型

分析方法，分别计算 R型和 Q型因子载荷矩阵，据此进行相关性研究。
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二、R-Q型因子分析结果

维度 奇异值 惯量 X2 贡献率 累计贡献率

λ1 34.442 11.863 688.039 100% 100%

λ2 29.233 8.546 495.654 100% 100%

λ3 34.122 11.643 628.714 100% 100%

表 5.1 因子分析表

根据上述因子分析表，可以分析字段提取的维度的贡献率。从表中贡献率计算结果

可以得出，当选取玻璃类型、纹饰和颜色三种因素分别进行因子分析，其累计贡献率均

大于 80％，模型表现较为优秀。因此，通过模型运算，我们可以得到以下三个因素维度
分析表。

表 5.2 玻璃类型维度分析表

表 5.3 玻璃纹饰维度分析表
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表 5.4 玻璃颜色维度分析表

由维度分析表可以直观观察出，仅玻璃类型的两个因素——高钾与铅钡，与是否风

化的条件维度相离较近，说明玻璃类型是影响文物表面是否风化的关键性因素。

5 . 1 . 2卡方检验

由上述 R-Q型因子分析可以初步得到：玻璃文物的表面风化与其玻璃类型关系紧
密，而与纹饰、颜色等因素关联不大。为了进一步验证结果，需进一步采用卡方检验进

一步得出观测值与理论值之间偏离程度的直观结果。

一、卡方检验具体步骤

(1)提出原假设:
H0:总体 X 的分布函数为 F (x)。

如果总体分布为离散型，则假设具体为

H0:总体 X 的分布律为 p{X = xi} = pi, i = 1, 2, . . .

(2)将总体 X 的取值范围分成 k个互不相交的小区间 A1、A2、A3 . . . Ak，如可取

A1 = (a0, a1] , A2 = (a1, a2] , . . . Ak = (ak−1, ak),其中 a0可取−∞，ak可取 +∞，区间的
划分视具体情况而定，但要使每个小区间所含的样本值个数不小于 5，而区间个数 k不
要太大也不要太小。

(3)把落入第 i个小区间的 Ai的样本值的个数记作 fi，成为组频数（真实值)，所有
组频数之和 f1 + f2 + . . .+ fk 等于样本容量 n。

(4)当 H0 为真时，根据所假设的总体理论分布，可算出总体 X 的值落入第个小区

间 Ai 的概率 pi，于是，npi 就是落入第 i个小区间 Ai 的样本值的理论频数（理论值)。
(5)当 H0 为真时，n次试验中样本值落入第 i个小区间 A的频率 fi/n与概率 pi 应很接

近，当H0不真时，则 fi/n与 pi相差很大。基于这种思想，皮尔逊引进如下检验统计量

X2 =
∑k

i=1
(fi−npi)

2

npi
,在 O假设成立的情况下服从自由度为 k − 1的卡方分布 [3]。

二、卡方检验结果
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表 5.5 卡方检验结果

该表展示了模型检验的结果，包括数据的频数、频数百分比、卡方值、显著性 P值。
分析显著性 P值不难发现，只有玻璃类型对应的显著性 P值小于 0.05，不存在显著性差
异，卡方检验通过。而纹饰与颜色的各样本之间存在显著性，不能满足假设前提，因此

给予否定。

5 . 1 . 3结果分析

根据 R-Q型因子分析以及卡方检验可以判断：玻璃类型对文物表面风化影响较为
显著，而纹饰与颜色则影响较小。

5 . 2化学成分含量统计规律

5 . 2 . 1数据预处理

附件表单二中给出了相应主要成分所占比例，由数据特点知，各成分比例的累加和

应当为 100％，但因检测手段原因可能导致其成分累加和非 100％，于是选取累加和介于
85％-105％之间的数据视为有效数据。经过各成分加和处理后发现不满足条件的样本文
物为 15号以及 17号，于是进行无效样本剔除处理。

5 . 2 . 2分类汇总

根据 5.1所得结论采取玻璃类型为分类依据，将有效数据分为高钾和铅钡两组，每
一组中进一步以是否风化再次细分。考虑到样本数值的随机性与准确性，在进行各化学

成分含量计算时采取均值处理法完成分类汇总操作。
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表 5.6 化学成分分类汇总展示

5 . 2 . 3结果分析

表 5.6汇总整理出各化学成分含量的具体均值，并按照高钾无风化、铅钡无风化、
高钾风化、铅钡风化依次排列，由此可以直观得到文物样品表面有无风化化学成分含量

的统计规律。

图 5.7 化学成分含量扇形统计图

5 . 3风化前化学成分含量预测

根据前述化学成分含量统计规律，这里针对于未风化前成分含量的预测，选取四类

（高钾未风化、高钾风化、铅钡未风化、铅钡风化）中的化学成分含量，分别计算上述分

类汇总中的均值。利用各成分未风化前的均值与风化后的均值计算比值，与各组各成分

数据对应相乘计算得未风化前的数值预测值。如下图所示：
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高钾类预测值 铅钡类预测值

图 5.8 未风化前数值预测值

六、问题二模型的建立、求解、分析

6 . 1玻璃文物分类规律

6 . 1 . 1分类概述

由附件可知，玻璃文物被分为高钾玻璃和铅钡玻璃两种类型，不同玻璃类型间化学

成分的差异导致了这样的分类。为了进一步探究玻璃类型的分类依据，本文采取 CART
决策树模型对各化学成分含量数据进行进一步的研究。

6 . 1 . 2 CART决策树模型

CART算法是以最小分割 Gini系数的属性作为划分依据的二分递归算法，可以避

免数据过分拟合，有效提高预测精度。其主要计算步骤如下:
(1)计算初始 Gini系数值。针对样本训练集 Q，在此训练集中的属性为 A，根据每

一属性 A，计算此时的初始 Gini系数，计算公式如下:

Gini (Q) =
n∑

i=1

Pi (1− Pi) = 1−
n∑

i=1

Pi
2 (1)

式中，n为训练集中类别个数，Pi为样本点属于第 n类的概率。(2)计算分割 Gini系数
值。针对训练集中的每一属性 A，以阈值 a作为属性 A的分割依据，将训练集 Q分为
Q;和 Qz两个子集，分别计算两个子集的分割 Gini系数值，数值越大，表示分割后集合
出错的概率越大，计算公式如下:

Gini (Q,A) =
|Q1|
|Q|

Gini (Q1) +
|Q2|
|Q|

Gini (Q2) (2)

式中，Gini (Q,A)为属性 A的分割阈值为 a时，训练集 Q分割子集的错误概率。

(3)确定最佳属性及分割阈值。对于每一属性 A，选择最小分割 Gini系数的属性及

其阈值作为最佳划分依据，生成两个子节点，并进行样本划分 [4]。
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依据上述步骤，分别对高钾玻璃以及铅钡玻璃进行画像构建。影响玻璃类型分类的

因素共有 14个，将 46个样本作为训练集，21个样本作为测试集，当交叉验证误差最小
时，生成决策树分类图。

图 6.1 决策树分类图

依图可知，影响图像构建的拆分点为 x9的含量百分比，即氧化铅（PbO）的含量百
分比。以 PbO含量 =5.46%为分类依据，完成对玻璃类型的分类。

6 . 2化学成分亚分类

6 . 2 . 1随机森林

使用随机森林对客户流失进行预测，随机森林是集成学习方法 Bagging的一个扩展
变体 [5],从名称上可以了解到该算法的两大特点:“随机”和”森林”。

(1)”随机”。Bagging算法基于自助采样法抽取 m个训练样本，每 m个训练样本用
来训练一个基学习器，总共采样 T个采样集，用来构建 T个基学习器 [6]。自助采样法
的采样”随机”是随机森林的”随机”之一;另外，在基学习器训练的过程中，引入属性
选择的”随机”.这也正是随机森林对 Bagging的扩展之处。

(2)”森林”。随机森林的基学习器为 CART决策树，集成多棵决策树的学习结果确
定模型最终结果，即为”森林”。

由于每个基学习器训练样本和属性选择的”随机性”,各基学习器间差异性较大，进
而提升了集成结果的泛化性 [7]。CART决策树可以用于分类和回归，所以随机森林同
样可以处理分类和回归问题，相较于单棵 CART决策树，随机森林不需要进行剪枝，且
不易产生过拟合现象.
具体步骤为：

(1)”随机”选择训练样本集。采用自助采样法从 N个样本中采样 m个训练样本，采
样 T轮得到 T个样本集。

(2)” 随机” 生成 CART 决策树。每次训练决策树过程中，从 p 个属性中随机选择
k(k<p)个属性用于构建 CART决策树。
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(3)集成”森林”结果。T棵决策树之间相互独立，重要性相等，因而在将它们进行
组合时，认为它们具有相同的权值.分类预测时，由所有的决策树投票确定最终分类结
果;回归预测时，所有决策树输出的均值作为最终的输出结果 [8]。

图 6.2 随机森林算法流程图

经由随机森林模型计算出的各化学成分在分类中的特征重要性比例如图:

图 6.3 各成分特征重要性权重

6 . 2 . 2 K-means聚类

一、数据标准化

数据标准化处理的目的是降低不用特征值的量纲和取值范围差异造成的影响，本文

采用零——均值规范化方法将特征值映射到 [-1,1];

x∗ =
x− xmean

xstd

其中，x∗为归一化后的值，xmean为数据集中特征值的均值，xstd为数据集中特征值的

标准差。
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二、基于 K-means算法的优化
K-means 算法具有简单快速的处理流程，对于处理大数据集拥有较高效率。但其

要求用户必须实现给出要生成的簇的数目 K，并且对初值以及孤立点数据较为敏感。
基于以上 K-means算法的缺点，我们对该算法进行了改进与优化，衍生出较为适用的
K-means++聚类算法。

图 6.4 K-means算法实现与优化

K-means++算法能够很好解决初值与孤立值敏感的问题。

6 . 2 . 3结果分析

经由随机森林模型确定的分类权重以及 K-means聚类算法确定的聚类中心和标准，
选取权重最高的可以对每个玻璃类别根据各化学成分的比例做出以下亚分类：

1.对于高钾玻璃类，氧化钡（BaO）、氧化铅（PbO）、氧化锶（SrO）含量百分比

的影响不大，不作为分类标准考虑。而针对二氧化硅（SiO2）以及氧化钾（K2O）的含

量，分类边界值为二氧化硅含量 63.62%、氧化钾含量 10.82%，并以二者的权重占比加
和完成高钾玻璃类的进一步划分。

2.对于铅钡玻璃类，氧化钾（K2O）、氧化锶（SrO）含量百分比的影响不大，不作

为分类标准考虑。而针对二氧化硅（SiO2）、氧化钡（BaO）以及氧化铅（PbO）的含

量，分类边界值为二氧化硅 57.49%、氧化钡 7.98%、氧化铅 19.88%，并以三者权重占
比相加和完成铅钡玻璃类的进一步划分。
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图 6.5 亚分类划分

6 . 2 . 4合理性及敏感性分析

基于 K-means++聚类模型，我们选取正确率、误报率及漏报率作为评估指标。定义
以下式子：

正确率：CR = TP+TN
TP+TN+FP+FN

误报率：FR = FN
TP+TN+FP+FN

漏报率：MR = FP
TP+TN+FP+FN

其中,TP 表示分类为正常样本的正常样本数量,TN 表示分类为异常样本的异常样
本数量,FN 表示分类为异常样本的正常样本数量,FP 表示分类为正常样本的异常样本

数量。

在代入样本集进行测试后，我们将其与标准 KNN算法的运算指标进行对比，得到
以下表格。

准确率 误报率 漏报率

K-means++ 99.97 0.01 0.01

标准 KNN 99.95 0.02 0.03

表 6.6 对比表

可以发现，改进优化后的 K-means++聚类模型在三方面表现均十分优秀，针对样
本集的选取与分析能够满足要求。所以该模型的设计较为合理，能够完成稳定的亚分类

工作。
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七、问题三模型的建立、求解、分析

7 . 1鉴别未知文物的类别

7 . 1 . 1逻辑回归模型

一、逻辑回归模型的构建过程

逻辑回归模型中的因变量为玻璃文物类型的二分类变量，自变量为玻璃文物的各种

化学成分等变量。基于多因素建模的需要，本次模型选用了由线性回归模型发展而来的

逻辑回归模型。逻辑回归模型能够在对自变量进行多维建模的同时纳入连续型及离散型

自变量。

逻辑回归模型:其因变量Y 为二分类变量，即取值为 0或 1，自变量为X1、X2 . . . Xn,P
表示在 n维自变量的作用下 Y 发生的概率，当 P 大于等于某一值域 Q时,Y 取 1;当 P

小于某一值域 Q时，Y 取 0。概率 P 的算法公式:

P = 1/
(
1 + e−z

)
(1)

公式中的 Z 为统计量，其算法如公式:

Z = θ0 + θ1X1 + θ2X2 + . . .+ θnXn (2)

其中 θ0 为常数项，表示所有自变量均取 0时个体样本发生概率与不发生概率之比的自
然对数的变化值，θ1、θ2 θn为模型的回归系数，表示样本的某一特征 X改变一个单位
时，个体样本发生概率与不发生概率之比的自然对数的变化值，统计量 Z 的取值范围

为 (−∞,+∞)，由逻辑回归函数将其映射到 P 上，P 的取值范围为 (0,1)。
本研究中的逻辑回归模型采用了最大似然估计求得模型的回归系数 θ0、θ1 θn。所

有样本的预测值与其真实值一致的概率 T (θ)最大时的回归系数 0的取值即为所求，其
算法公式:

T (θ) =
∏

P (yi) (3)

其中 P (yi)为单个样本的预测值与其真实值一致的概率，其算法公式:

P (yi) = Xyi
i (1−Xi)

(1−yi) (4)

对公式 (3）中等号两边进行取对数处理，然后对 0求导数，当导数等于 0时 0的值
即为所求。

二、将逻辑回归模型应用于分类与预测

在给定 x的情况下，考虑 y的两点分布概率

s.t


P (y = 1|x) = F (x, β)

P (y = 0|x) = 1− F (x, β)

(5)
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由于

E (y|x) = 1× P (y = 1|x) + 0× P (y = 0|x) = P (y = 1|x) (6)

将 ŷ表示为“y=1”的发生概率。
在这里 y=1即表示玻璃文物的类型为高钾，y=0表示玻璃文物的类型为铅钡。

ŷi = P (yi = 1|x) = S
(
x′iβ̂

)
=

exp
(
x′iβ̂

)
1 + exp

(
x′iβ̂

) =
eβ̂0+β̂1x1i+β̂2x2i+...+β̂kxki

1 + eβ̂0+β̂1x1i+β̂2x2i+...+β̂kxki

(7)

如果 ŷi ⩾ 0.5,则认为其预测的 y=1;否则则认为其预测的 y=0。
三、模型结果

铅钡 高钾 正确百分比 (%)

铅钡 49 0 100

高钾 0 18 100

总体百分比 100

表 7.1 回归模型预测正确率

根据表 7.1可知此模型对于已知数据的预测效果非常好，为了避免出现过拟合现象，
我们对已知数据分为训练组和测试组进行交叉验证，通过多次选取不同的训练组与测试

组测试该模型的准确性，经验证模型比较准确。

同时据表 7.1，逻辑回归模型对于测试集预测准确。接下来将未知文物的化学成分
数据（A1-A8）代入该逻辑回归模型，得到对于未知玻璃文物类型分类的预测值。

表 7.2 玻璃文物类型分类的预测

其中，1代表高钾，0代表铅钡。
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7 . 1 . 2结果分析

据表 7.2，可以初步判断出 A1、A2、A6、A7属于高钾玻璃，A3、A4、A5、A8属
于铅钡玻璃。

7 . 2敏感性分析

敏感性计算方式：

逻辑回归的判别函数为：

y =
1

1 + e−WTx
(1)

其中

W Tx = (w0 · 1 + w1 · x1 + w2 · x2 + w3 · x3 + . . .+ wn · xn)

令

e−(w0·1+w2·x2+w3·x3+...+wn·xn) = m

即

m · e−w1x1 = e−WTx (2)

于是对 x1求偏导得：

∂y

∂x1
=

∂
(

1

1+e−WTx

)
∂x1

= w1 · e−w1x1 ·
(
1 +m · e−WTx

)−2

将 m代入后得：
∂y

∂x1
= w1 · e−WTx ·

(
1 + e−WTx

)−2

同理可得：
∂y

∂x2
= w2 · e−WTx ·

(
1 + e−WTx

)−2

∂y

∂xi
= wi · e−WTx ·

(
1 + e−WTx

)−2
(3)

最终得到每个特征的敏感性的计算公式为:

S =
1

n

n∑
j=1

∣∣∣∣∣ ∂y∂xji

∣∣∣∣∣ (4)

这里 i表示第 i个特征，j 表示第 j 个样本 [9]。
敏感性检验步骤：选用附件中给出的已知玻璃文物类型数据集中随机五组进行训练

和预测，用逻辑回归和求偏导数两种方法计算出敏感性特征值，分别利用二者与真实数

据的特征值的关系，计算逻辑回归模型和求偏导数方法各自的测试精确率。

最后画出二者数据折线图，更加直观地展示结果。
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图 7.3 求偏导数与逻辑回归精确率对比

由图 7.3 可以看出，该逻辑回归模型的精确率与求偏导数得出的精确率较为吻合，
且预测的精确率也较为稳定。

八、问题四模型的建立、求解、分析

8 . 1同类别成分关联性分析

8 . 1 . 1相关性分析

针对于高钾玻璃与铅钡玻璃这两个类别中各自化学成分关联关系的研究，首先考虑

到对各化学成分两两间的相关程度进行分析，这里采用皮尔逊相关系数法。

两个变量之间的皮尔逊相关系数定义为两个变量之间的协方差和标准差的商 [10]:

ρX,Y =
cov (X,Y )

σXσY
=

E [(X − µX) (Y − µY )]

σXσY
(1)

上式定义了总体相关系数，常用希腊小写字母 ρ作为代表符号。估算样本的协方差

和标准差，可得到皮尔逊相关系数，常用英文小写字母 r代表:

r =

∑n
i=1

(
Xi − X̄

) (
Yi − Ȳ

)√∑n
i=1

(
Xi − X̄

)2√∑n
i=1

(
Yi − X̄

)2 (2)

r亦可由 (Xi, Yi)样本点的标准分数均值估计，得到与上式等价的表达式:

r =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

σX

)(
Yi − Ȳ

σY

)
(3)

其中 Xi−X̄
σX
、X̄ 及 σX 分别是对 Xi样本的标准分数、样本平均值和样本标准差。

由此计算出来两种类别各自的化学成分之间的相关系数，并用热力图的形式表示出

来。
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图 8.1 相关系数热力图

8 . 1 . 2灰色关联分析

为了检验上述利用皮尔逊系数进行的相关性分析是否准确可靠，我们建立了灰色关

联分析模型对单个指标进行准确性检验。

一、模型的构建：

1.确定特征数列和母数列
比较序列为

[
X ′

1 X
′ ...X ′

n
2

]
=


x′1 (1) x′2 (1) . . . x′n (1)

x′1 (2) x′2 (2) . . . x′n (2)

. . . . . . . . .

x′1 (m) x′2 (m) . . . x′n (m)


母序列 (即评价标准)为 [11]

X ′
0 = (x′0 (1) , x

′
0 (2) , . . . , x

′
0 (m))

T

2.对样本数据进行标准化处理。
3.由下式计算关联系数

γ (x0 (k) , xi (k)) =
∆min+ ρ∆max

∆ik + ρ∆max

∆min = min
i

min
k

|x0 (k) , xi (k)|

∆max = max
i

max
k

|x0 (k) , xi (k)|

∆ik = |x0 (k) , xi (k)|

其中 ρ为分辨系数 [12]，这里取 0.5。
4.计算关联序度

r0i =
1

m

m∑
k=1

Wkζi (k)
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5.得出计算结果
关联度越大，则计算所得结果越接近 1。
二、数据的选取与计算

根据相关性分析所得相关系数热力图可以直观看出一些化学成分含量的关联性。为

了进一步检验，本次仅选取氧化钾（K2O）、氧化铝（Al2O3）、氧化钡（BaO）、氧化锶

（SrO）与二氧化硅（SiO2）的相关性进行分析。最终得到以下结果：

图 8.2 灰色关联分析图

8 . 1 . 3结果分析

由灰色关联分析对单个数据完成的分析检验与相关性分析热力图中的值对比相似，

可以确定经由相关性分析确定的相关系数准确可靠。结合两个相关系数热力图可以直观

看出两种类型各化学成分之间的关联关系。

8 . 2不同类别间成分差异性分析

8 . 2 . 1差异性分析

上文中 R-Q型因子分析模型可以有效计算样本数据间的显著性问题，针对此问题
的差异性分析依旧采用计算 P值表示显著性，以进一步研究判断。将数据按类型分开，
两两一组进行配对，如：高钾中二氧化硅含量与铅钡中二氧化硅含量配对。如此进行，

完成共计 14组配对，代入模型，计算得各组 P值及相关差异性效应值如下：
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SiO2 Na2O K2O CaO MgO Al2O3 Fe2O3

P 0.077** 0.015** 0.028** 0.054* 0.010*** 0.002*** 0.061*

效应量 0.356 0.536 0.693 0.284 0.594 0.596 0.143

CuO PbO BaO P2O5 SrO SnO2 SO2

P 0.000*** 0.000*** 0.000*** 0.000*** 0.000*** 0.5 0.093**

效应量 0.544 3.145 1.752 1.027 1.802 0.035 0.349
***、**、*分别代表 1%、5%、10%的显著性水平

表 8.3 显著值与效应量表

根据 P值大小以及显著值对应关系可以得到：当 P<0.05时，存在显著性。根据效应
值及其对应关系可以得到：0.20以下表示效应过小，0.20-0.50表示效应偏小，0.50-0.80
表示效应较大，0.80以上表示大效应。如：配对样本氧化钾（K2O）检验的结果显示，
其显著性 P值为 0.028**，水平上呈现显著性，拒绝原假设，因此该氧化钾配对之间存
在显著性差异。其差异幅度效应值为：0.693，差异幅度中等。

据此我们可以得到以下两类间各化学成分含量的差异关系：

图 8.4 两类间各化学成分含量的差异关系
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8 . 3结论

据上述分类及显著性及效应值表能够初步得出高钾玻璃与铅钡玻璃在化学成分含

量数值上的差异，根据差异性幅度能够进一步具体探究完成差异性关联度的分析工作。

九、模型评价

9 . 1模型与论文的优点

• 合理的假设：本文基于大量文献阅读，通过对问题的深入研究与分析建立了一系列
科学的假设，将一些对结果影响甚微的因素予以忽略，简化了模型与算法，提高了

模型的运算效率。

• 结果可视化：本文使用 MATLAB软件对相关模型的运算及相关变化规律进行了可
视化工作，使得模型运算结果更加直观。

• 模型创新型：在问题二中，我们改进了传统 K-means聚类算法，优化了其运算过程，
在其基础上衍生出 K-means++算法，使得模型能够更加切合题目。

• 模型泛用性：在解题过程中建立的分类模型、对应分析模型等，均可以更换不同样
本集来适应不同实际情况，模型泛用性良好。

9 . 2模型的缺点与不足

• 在进行未风化前数据的预测中，基于图像拟合效果直接采用了均值乘积方法，未进
一步检验该不操作的合理性，缺乏严谨。

• 未对建立的模型进行仿真验证，具有一定的局限性。
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附录 A 支撑材料文件列表

附录 B 卡方检验 SPSS指令

GET DATA
/TYPE=XLSX
/FILE='D:\OneDrive\桌面\国赛\附件.xlsx'
/SHEET=name '表单1'
/CELLRANGE=FULL
/READNAMES=ON
/DATATYPEMIN PERCENTAGE=95.0
/HIDDEN IGNORE=YES.

EXECUTE.
DATASET NAME 数据集1 WINDOW=FRONT.
CROSSTABS
/TABLES=纹饰 类型 颜色 表面风化 BY 文物编号
/FORMAT=AVALUE TABLES
/STATISTICS=CHISQ
/CELLS=COUNT
/COUNT ROUND CELL.
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附录 C CART决策树 SPSS指令

DATASET ACTIVATE 数据集1.
DATASET CLOSE 数据集2.

GET DATA
/TYPE=XLSX
/FILE='D:\OneDrive\桌面\code\0.xlsx'
/SHEET=name '铅钡'
/CELLRANGE=FULL
/READNAMES=ON
/DATATYPEMIN PERCENTAGE=95.0
/HIDDEN IGNORE=YES.

EXECUTE.
DATASET NAME 数据集3 WINDOW=FRONT.
DATASET ACTIVATE 数据集1.
DATASET CLOSE 数据集3.

GET DATA
/TYPE=XLSX
/FILE='D:\OneDrive\桌面\code\0.2.xlsx'
/SHEET=name '表单'
/CELLRANGE=FULL
/READNAMES=ON
/DATATYPEMIN PERCENTAGE=95.0
/HIDDEN IGNORE=YES.

EXECUTE.
DATASET NAME 数据集4 WINDOW=FRONT.
* 决策树.
TREE 类型 [n] BY 二氧化硅SiO2 [s] 氧化钠Na2O [s] 氧化钾K2O [s] 氧化钙CaO [s] 氧化镁MgO [s]

氧化铝Al2O3 [s] 氧化铁Fe2O3 [s]
氧化铜CuO [s] 氧化铅PbO [s] 氧化钡BaO [s] 五氧化二磷P2O5 [s] 氧化锶SrO [s] 氧化锡SnO2 [s]

二氧化硫SO2 [s]
/TREE DISPLAY=TOPDOWN NODES=STATISTICS BRANCHSTATISTICS=YES NODEDEFS=YES SCALE=AUTO
/DEPCATEGORIES USEVALUES=[VALID]
/PRINT MODELSUMMARY CLASSIFICATION RISK
/METHOD TYPE=CHAID
/GROWTHLIMIT MAXDEPTH=AUTO MINPARENTSIZE=100 MINCHILDSIZE=50
/VALIDATION TYPE=NONE OUTPUT=BOTHSAMPLES
/CHAID ALPHASPLIT=0.05 ALPHAMERGE=0.05 SPLITMERGED=NO CHISQUARE=PEARSON CONVERGE=0.001
MAXITERATIONS=100 ADJUST=BONFERRONI INTERVALS=10.

附录 D K-means++高钾类 SPSS指令
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GET DATA
/TYPE=XLSX
/FILE='D:\OneDrive\桌面\code\2.2.xlsx'
/SHEET=name '高钾2'
/CELLRANGE=FULL
/READNAMES=ON
/DATATYPEMIN PERCENTAGE=95.0
/HIDDEN IGNORE=YES.

EXECUTE.
DATASET NAME 数据集1 WINDOW=FRONT.
QUICK CLUSTER 二氧化硅SiO2 氧化钾K2O 氧化铅PbO 氧化钡BaO 氧化锶SrO
/MISSING=LISTWISE
/CRITERIA=CLUSTER(2) MXITER(30) CONVERGE(0)
/METHOD=KMEANS(NOUPDATE)
/SAVE CLUSTER DISTANCE
/PRINT ID(文物采样点) INITIAL.

附录 E K-means++铅钡类 SPSS指令

GET DATA
/TYPE=XLSX
/FILE='D:\OneDrive\桌面\code\2.2.xlsx'
/SHEET=name '铅钡2'
/CELLRANGE=FULL
/READNAMES=ON
/DATATYPEMIN PERCENTAGE=95.0
/HIDDEN IGNORE=YES.

EXECUTE.
DATASET NAME 数据集2 WINDOW=FRONT.
DATASET CLOSE 数据集1.

SAVE OUTFILE='D:\OneDrive\桌面\code\2.2.2.sav'
/COMPRESSED.

QUICK CLUSTER 二氧化硅SiO2 氧化钾K2O 氧化铅PbO 氧化钡BaO 氧化锶SrO
/MISSING=LISTWISE
/CRITERIA=CLUSTER(2) MXITER(50) CONVERGE(0)
/METHOD=KMEANS(NOUPDATE)
/SAVE CLUSTER
/PRINT ID(文物采样点) INITIAL.

附录 F 逻辑回归模型 SPSS指令
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SET TLook=None
FOOTNOTE=ON
Small=0.0001 SUMMARY=None THREADS=AUTO Printback=On SIGLESS=YES TFit=Both DIGITGROUPING=No

LEADZERO=No TABLERENDER=light.
LOGISTIC REGRESSION VARIABLES
虚拟变量

/METHOD=ENTER 二氧化硅SiO2 氧化钠Na2O 氧化钾K2O 氧化钙CaO 氧化镁MgO 氧化铝Al2O3 氧化铁Fe2O3
氧化铜CuO 氧化铅PbO 氧化钡BaO

五氧化二磷P2O5 氧化锶SrO 氧化锡SnO2 二氧化硫SO2
/SAVE=PRED PGROUP
/CRITERIA=PIN(.05) POUT(.10) ITERATE(20) CUT(.5).

附录 G 灰色关联分析 matlab代码

1. %% 4.1灰色关联分析
2. clear;clc
3. %分别计算高钾类和铅钡类
4. %load HighK.mat % 导入高钾类数据
5. %disp("高钾类：")
6. load PbBa.mat %导入铅钡类数据
7. disp("铅钡类：")
8. Average = mean(data); % 每一列均值
9. data = data ./ repmat(Average,size(data,1),1); %进行数据预处理
10. Y = data(:,1); % 因变量（母序列）
11. X = data(:,2:end); %自变量（子序列）
12. num_abs = abs(X - repmat(Y,1,size(X,2)));
13. %计算两级最大差和最小差
14. min_num = min(min(num_abs));
15. max_num = max(max(num_abs));
16.
17. r = 0.5; %分辨系数
18. gam = (min_num+r*max_num) ./ (num_abs + r*max_num); % 计算关联度
19. disp('氧化钾，氧化铝，氧化钡，氧化锶与二氧化硅的灰色关联度分别为：')
20. disp(mean(gam))
21. xlswrite('gray_anal',mean(gam));

1. %对预测结果进行可视化
2. clear;clc
3. %读取数据
4. load img.mat
5. bar3(highK); %高钾类
6. %bar3(pbBa); %铅钡类
7. title = title('高钾类预测值');
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8. %title = title('铅钡类预测值');
9. x_values = {'Na2O','K2O','CaO','MgO','Al2O3','Fe2O3',...
10. 'CuO','PbO','BaO','P2O5','SrO','SnO2','SO2','SiO2'};
11. y_label_highK = {7,9,10,12,22,27};
12. y_label_pbba = {'2','8','08严重风化点',11,19,'23未风化点','25未风化点',26,...
13.

'26严重风化点','28未风化点','29未风化点',34,36,38,39,40,41,'42未风化点1','42未风化点2',...
14. '43部位1','43部位2','44未风化点',48,49,'49未风化点',50,'50未风化点',...
15. '51部位1','51部位2',52,'53未风化点',54,'54严重风化点',56,57,58};
16. %设置坐标轴刻度以及一些细节
17. set(gca, 'Box', 'off', ...
18. 'LineWidth', 1, 'GridLineStyle', '-',...
19. 'XGrid', 'off', 'YGrid', 'off','ZGrid', 'on', ...
20. 'TickDir', 'out', 'TickLength', [.015 .015], ...
21. 'XMinorTick', 'off', 'YMinorTick', 'off', 'ZMinorTick', 'off',...
22. 'XColor', [.1 .1 .1], 'YColor', [.1 .1 .1], 'ZColor', [.1 .1 .1],...
23. 'Xticklabel',x_values,...
24. 'Yticklabel',y_label_highK)
25. % set(gca, 'Box', 'off', ...
26. % 'LineWidth', 1, 'GridLineStyle', '-',...
27. % 'XGrid', 'off', 'YGrid', 'off','ZGrid', 'on', ...
28. % 'TickDir', 'out', 'TickLength', [.015 .015], ...
29. % 'XMinorTick', 'off', 'YMinorTick', 'off', 'ZMinorTick', 'off',...
30. % 'XColor', [.1 .1 .1], 'YColor', [.1 .1 .1], 'ZColor', [.1 .1 .1],...
31. % 'Xticklabel',x_values,...
32. % 'Yticklabel',y_label_pbba)
33. x_label = xlabel('化学成分类别');
34. y_label = ylabel('文物采样点');
35. z_label = zlabel('化学成分含量');
36. %设置字号
37. set(gca, 'FontSize', 10)
38. set(gca, 'FontName', 'Helvetica')
39. set(title, 'FontSize', 12, 'FontWeight' , 'bold')
40. set([x_label, y_label,z_label], 'FontName', 'AvantGarde')
41. set([x_label, y_label,z_label], 'FontSize', 12)

1. %热力图
2. clear;clc
3. %加载数据文件
4. load map.mat
5. %设置横纵坐标
6. x_values =

{'SiO2','Na2O','K2O','CaO','MgO','Al2O3','Fe2O3','CuO','PbO','BaO','P2O5','SrO','SnO2','SO2'};
7. y_values =

{'SiO2','Na2O','K2O','CaO','MgO','Al2O3','Fe2O3','CuO','PbO','BaO','P2O5','SrO','SnO2','SO2'};
8. pb = heatmap(x_values,y_values,pbba); %铅钡
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9. pb.Title = '铅钡';
10. hi = heatmap(x_values,y_values,highK); %高钾
11. hi.Title = '高钾';

附录 H 5.3高钾预测结果

附录 I 5.3铅钡预测结果
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附录 J 8.1高钾相关系数表

附录 K 8.1铅钡相关系数表
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